
 

Contents 

ntroduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   ix 

ha ter  Equations o  Electromagnetism  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   1 

1.1. axwell’s equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   1 
1.2. Behavior laws of materials . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   2 

1.2.1. General case . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   2 
1.2.2. Simplified forms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   3 

1.3. Interface between two media and boundary conditions . . . . . . . . . . . . .   8 
1.3.1. Continuity conditions between two media . . . . . . . . . . . . . . . . . .   9 
1.3.2. Boundary conditions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   12 

1.4. Integral forms: fundamental theorems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   13 
1.4.1. Faraday’s law . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   13 
1.4.2. Amp re’s law . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   14 
1.4.3. Law of conservation of the magnetic flux . . . . . . . . . . . . . . . . . .   15 
1.4.4. Gauss’ law . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   16 

1.5. arious forms of axwell’s equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   17 
1.5.1. Electrostatics . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   17 
1.5.2. Electrokinetics. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   19 
1.5.3. agnetostatics . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   20 
1.5.4. agnetodynamics . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   22 

ha ter  Function S aces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   25 

2.1. Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   25 
2.2. Spaces of differential operators . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   25 

2.2.1. Definitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   25 
2.2.2. Function spaces of grad, curl, div . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   26 
2.2.3. Kernel of vector operators . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   27 
2.2.4. Image spaces of operators . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   27 



i     Finite Element Method to Model Electromagnetic Systems in Low Frequency 

2.3. Studied topologies . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   29 
2.3.1. Connected and disconnected domain . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   29 
2.3.2. Simply connected and not simply connected domain . . . . . . . . . . . .   29 
2.3.3. Contractible and non-contractible domain . . . . . . . . . . . . . . . . . .   30 
2.3.4. Properties of function spaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   31 

2.4. Relations between vector subspaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   31 
2.4.1. rthogonality of function spaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   31 
2.4.2. Analysis of function subspaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   33 
2.4.3. rgani ation of function spaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   39 

2.5. ector fields defined by a vector operator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   40 
2.5.1. Infinite number of solutions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   41 
2.5.2. Gauge conditions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   42 

2.6. Structure of function spaces. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   44 
2.6.1. Ad oint operators . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   44 
2.6.2. Tonti diagram . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   46 

ha ter  Ma well s Equations  otential Formulations . . . . . . . . . . . .   49 

3.1. Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   49 
3.2. Consideration of source terms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   49 

3.2.1. Global source quantities imposed on the boundaries . . . . . . . . . . . .   50 
3.2.2. Source quantities inside the domain . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   58 
3.2.3. Examples of the calculation of support fields . . . . . . . . . . . . . . . .   62 

3.3. Electrostatics . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   69 
3.3.1. Source terms imposed on the boundary of the domain . . . . . . . . . . .   69 
3.3.2. Internal electrode . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   80 
3.3.3. Tonti diagram . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   90 

3.4. Electrokinetics . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   91 
3.4.1. Elementary geometry . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   91 
3.4.2. ultisource case . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   102 
3.4.3. Tonti diagram . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   107 

3.5. agnetostatics . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   107 
3.5.1. Studied problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   107 
3.5.2. Scalar potential ϕ formulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   108 
3.5.3. ector potential A formulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   121 
3.5.4. Summari ing tables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   129 
3.5.5. Tonti diagram . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   131 

3.6. agnetodynamics . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   131 
3.6.1. Imposed electric quantities . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   134 
3.6.2. Imposed magnetic quantities . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   148 
3.6.3. Summari ing tables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   162 
3.6.4. Tonti diagram . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   166 



Contents     ii 

ha ter  Formulations in the iscrete omain . . . . . . . . . . . . . . . . .   169 

4.1. Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   169 
4.2. Weighted residual method: weak form of axwell’s equations . . . . . . . . .   170 

4.2.1. ethodology . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   170 
4.2.2. Weak form of the equations of electrostatics . . . . . . . . . . . . . . . . .   173 
4.2.3. Weak form of the equations of electrokinetics . . . . . . . . . . . . . . . .   179 
4.2.4. Weak form of the equations of magnetostatics . . . . . . . . . . . . . . . .   183 
4.2.5. Weak form of the equations of magnetodynamics . . . . . . . . . . . . . .   188 
4.2.6. Synthesis of results . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   200 

4.3. Finite element discreti ation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   201 
4.3.1. The need for discreti ation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   201 
4.3.2. Approximation functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   203 
4.3.3. Discreti ation of vector operators . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   211 
4.3.4. Discreti ation of physical quantities and associated fields . . . . . . . . .   226 
4.3.5. Taking into account homogeneous boundary conditions . . . . . . . . . .   228 
4.3.6. Gauge conditions in the discrete domain . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   231 
4.3.7. Discreti ation of support fields and associated potentials . . . . . . . . . .   240 

4.4. Discreti ation of weak formulations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   244 
4.4.1. Notations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   244 
4.4.2. Rit Galerkin method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   245 
4.4.3. Electrostatics . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   248 
4.4.4. Electrokinetics. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   260 
4.4.5. agnetostatics . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   269 
4.4.6. agnetodynamics . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   281 

e erences . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   295 

nde  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   297


